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Звезда Ходжа — это такой линейный изоморфизм ⋆ : Λk(V)→ Λn−k(V), что
⋆( f j1 ∧ . . . ∧ f jk) = f jk+1

∧ . . . ∧ f jn , где { f1, . . . , fn} — двойственный базис, и перестановка
( j1, . . . , jn) является чётной.

Внешнийдифференциал k-формыω =
∑

j1<...< jk ω j1... jk(x)dx j1∧. . .∧dx jk намногообразии
M — это дифференциальная (k + 1)-форма dω =

∑
j1<...< jk dω j1... jk(x) ∧ dx j1 ∧ . . . ∧ dx jk .

ГКП3⋄1.Пустьω1 = f1+ f2+ f3, ω2 = f1− f2+2 f3 ∈ Λ1(R3). Вычислить⋆ω1,⋆ω2 и⋆(ω1∧ω2).

ГКП3⋄2. Пусть ω ∈ Λ1(Rn).

(1) Для n = 2 покажите, что ⋆(⋆ω) = −ω, а для n = 3— что ⋆(⋆ω) = ω.

(2) Для всех n ≥ 2 покажите, что ⋆(⋆ω) = (−1)n+1ω.

(3) А что можно сказать про ⋆(⋆ω), если ω— внешняя k-форма?

ГКП3⋄3. Кодифференциал дифференциальной формы ω ∈ Λk(M) определяется по пра-
вилу

δω := ⋆(d(⋆ω)).

(1) Докажите, что если k = 0, то δω = 0.

(2) Докажите, что если ω ∈ Λk(M), то δω ∈ Λk−1(M).

(3) Вычислите δω для ω = eydx + (x + y)2dy ∈ Λ1(R2).

ГКП3⋄4. Обобщённый Лапласиан на k-формах задаётся по формуле

∆ := δd + dδ = ⋆d ⋆ d + d ⋆ d ⋆ .

(1) Пусть f (x, y) = xy + 2y2. Вычислите ∆ f , используя формулу выше и стандартную
формулу из анализа. Сравните результат.

(2) Вычислите∆ω, для ω = xdx + zdy − ydz ∈ Λ1(R3).

ГКП3⋄5. Пусть ω = 2dx + xdy — дифференциальная 1-форма на R2, A = (0, 0), B = (1, 1).
Проинтегрируйте ω вдоль ориентированных отрезков AB и BA. Как соотносятся эти два
значения?

ГКП3⋄6.Пусть ω— дискретная дифференциальная 0-форма на треугольной сетке. Вы-
числите d2ω.


